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2.2.1 Souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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2.4 Celkový postup transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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3.2.2 Přesnost vĺıcovaćıch bod̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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6.4.4 Stanoveńı kovariančńıch matic . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1 Úvod

Ćılem metodiky pro georeferencováńı rastrových obraz̊u map III. vojenského
mapováńı Rakousko-uherského ćısařstv́ı (1876-1880) je jejich zpř́ıstupněńı od-
borné veřejnosti formou webových mapových služeb (Web Map Services,
WMS).

Georeferencováńı map III. vojenského mapováńı Rakousko-uherského ćısař-
stv́ı do současného kartografického souřadnicového systému je dlouhodobým
problémem, který doposud nebyl uspokojivě vyřešen. Tento problém se týká
zejména mapových list̊u v měř́ıtku 1:25 000 (topografických sekćı), kde se d́ıky
větš́ımu měř́ıtku výrazněji projevuje jejich polohový nesouhlas se současnými
mapami, což prakticky znemožňuje jejich využit́ı službami WMS. Běžným
zp̊usobem georeferencováńı, tj. např́ıklad při použit́ı pouze roh̊u mapových
list̊u, se na územı́ ČR doćıĺı polohových chyb na identických bodech o velikos-
tech v rozmeźı 12 až 206 m. To jsou dokonce podstatně větš́ı chyby, než jakých
bylo dosaženo u map starš́ıho II. vojenského mapováńı.

Použit́ı této metodiky je přehledně popsáno v článćıch [6], [7].

2 Formulace problému

2.1 Požadovaný výsledek

Je třeba stanovit výpočetńı postup pro transformaci rastrových obraz̊u ma-
pových list̊u III. vojenského mapováńı a jej́ı charakteristiku polohové přesnosti
v libovolném bodě.

2.2 Vstupńı údaje a předpoklady

Jsou dány souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u v lokálńım souřadnicovém systému
rastrového obrazu mapového listu staré mapy. Dále jsou dány souřadnice
těchže vĺıcovaćıch bod̊u v současném souřadnicovém systému, do něhož je třeba
obsah staré mapy přetransformovat.

Je také dána zájmová oblast, která má být přetransformována.
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2.2.1 Souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u

xi . . . vstupńı souřadnice i-tého vĺıcovaćıho bodu, xi := [xi, yi ], i ∈ I,

Xi . . . výstupńı souřadnice i-tého vĺıcovaćıho bodu, Xi := [Xi, Yi ], i ∈ I,

I . . . indexová množina č́ısel vĺıcovaćıch bod̊u,
např. I = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N.

2.2.2 Přesnost vĺıcovaćıch bod̊u

Za předpokladu stejné přesnosti ve všech směrech je přesnost libovolného
vĺıcovaćıho bodu charakterizována diagonálńı kovariančńı matićı. Oba jej́ı
diagonálńı prvky jsou pak rovny středńı souřadnicové chybě př́ıslušného
vĺıcovaćıho bodu.

σxy,i . . . středńı souřadnicová chyba i-tého vĺıcovaćıho bodu ve
vstupńım souřadnicovém systému, i ∈ I.

σXY,i . . . středńı souřadnicová chyba i-tého vĺıcovaćıho bodu ve
výstupńım souřadnicovém systému, i ∈ I.

2.2.3 Zájmová oblast

Zájmová oblast je vymezena mapovými listy (tzv. topografickými sekcemi)
v měř́ıtku 1 : 25000. Tyto topografické sekce jsou naskenovány na kalibrovaném
skeneru a uloženy na disku poč́ıtače s vhodným grafickým programem pro
odměřováńı souřadnic vĺıcovaćıch bod̊u.

2.3 Hlavńı zásady georeferencováńı map III. vojenského
mapováńı

1. Ke správnému georeferencováńı (vĺıcováńı) digitalizovaných rastrových
obraz̊u starých map do současného souřadnicového systému je třeba
použ́ıt co největš́ıho počtu identických (vĺıcovaćıch) bod̊u. Jejich vali-
dita muśı být prověřena statistickými testy.

2. Muśı být eliminována srážka paṕıru, respektováno p̊uvodńı kartogra-
fické zobrazeńı map a použita speciálńı elastická transformace, která
dokáže v dostatečné mı́̌re korigovat nehomogenńı rozložeńı nepřesnosti
(polohový nesoulad se skutečnost́ı) starých map a přitom nezp̊usob́ı
nepřiměřené deformace jejich p̊uvodńıho obsahu.

3. Parametry transformačńıho modelu muśı mı́t názorný smysl, aby bylo
možno transformačńı model citlivě vyladit.
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Obrázek 1: Př́ıklad zájmové oblasti

2.4 Celkový postup transformace

1. Eliminace srážky mapového listu

2. Inverze p̊uvodńıho kartografického zobrazeńı Besselova elipsoidu do ro-
viny sekčńıho mapového listu

3. Kartografické zobrazeńı Besselova elipsoidu do roviny S-JTSK

4. Elastická transformace v rovině

3 Eliminace srážky mapového listu

Rozměry mapových list̊u staré mapy odměřené na jejich rastrových obrazech
bývaj́ı odlǐsné od p̊uvodńıch správných rozměr̊u navržených v době vzniku
mapového d́ıla. Tato odlǐsnost svědč́ı o celkové deformaci mapového listu
zp̊usobené postupným sesycháńım paṕıru mapy v pr̊uběhu jeho stárnut́ı (tzv.
srážkou mapového listu).

6



3.1 Požadovaný výsledek

Je třeba stanovit transformačńı rovnice pro převod rastrových souřadnic oske-
novaného mapového listu staré mapy do rovinného souřadnicového systému,
v němž maj́ı rozměry mapového listu předepsané správné hodnoty. Přitom se
předpokládá, že spolu s napraveńım rozměr̊u mapového listu budou též kori-
govány polohové změny kresby uvnitř mapového listu. Současně je třeba též
odhadnout charakteristiku polohové přesnosti této transformace v libovolném
bodě mapového listu. Vzhledem k technologii výroby paṕıru v 19. stol. lze
předpokládat, že mı́ra sesycháńı paṕıru v pr̊uběhu jeho stárnut́ı nebyla isot-
ropńı. Nejjednodušš́ım transformačńım modelem deformace mapového listu je
tud́ıž afinńı transformace. K eliminaci srážky mapového listu se proto použije
afinńı transformace souřadnic v rovině

t1 : R2 → R2 : [x, y ] 7→ t1(x, y) = [X, Y ]T =: X , (1)

t1(x) = X = Q · x + r , (2)

kde
x . . . správné souřadnice, x := [x, y ]T , odpov́ıdaj́ıćı poloze bodu v době

vzniku kresby mapového obsahu,

X . . . měřené souřadnice, X := [X, Y ]T , v rastrovém obraze oskeno-
vaného mapového listu,

Q . . . matice afinńı transformace,

r . . . posun počátk̊u souřadnicových systémů.

Souřadnicový systém odpov́ıdaj́ıćı správným souřadnićım x bude nadále
nazýván vstupńı souřadnicový systém. Souřadnicový systém odpov́ıdaj́ıćı
měřeným souřadnićım X bude nazýván výstupńı souřadnicový systém.

Podrobný zápis transformačńıch rovnic :[
X
Y

]
=

[
q11 , q12

q21 , q22

]
·
[
x
y

]
+

[
r1

r′2

]
, (3)

Koeficienty qi,j, ri afinńı transformace (2) se urč́ı pomoćı dostatečného počtu

vĺıcovaćıch bod̊u.

3.2 Vstupńı údaje a předpoklady

Jsou dány souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u ve vstupńım i výstupńım souřad-
nicovém systému a jejich středńı souřadnicové chyby představuj́ıćı přesnost
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určeńı souřadnic.
Dále je dána zájmová oblast podrobných bod̊u, které maj́ı být transfor-

movány.

3.2.1 Souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u

xi . . . vstupńı souřadnice i-tého vĺıcovaćıho bodu, xi := [xi, yi ], i ∈ I,

Xi . . . výstupńı souřadnice i-tého vĺıcovaćıho bodu, Xi := [Xi, Yi ], i ∈ I,

I . . . indexová množina č́ısel vĺıcovaćıch bod̊u,
např. I = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N.

3.2.2 Přesnost vĺıcovaćıch bod̊u

Za předpokladu stejné přesnosti ve všech směrech je přesnost libovolného
vĺıcovaćıho bodu charakterizována diagonálńı kovariančńı matićı. Oba jej́ı
diagonálńı prvky jsou pak rovny středńı souřadnicové chybě př́ıslušného
vĺıcovaćıho bodu.

σxy,i . . . středńı souřadnicová chyba i-tého vĺıcovaćıho bodu ve
vstupńım souřadnicovém systému, i ∈ I.

σXY,i . . . středńı souřadnicová chyba i-tého vĺıcovaćıho bodu ve
výstupńım souřadnicovém systému, i ∈ I.

Při transformaci mapových list̊u do souřadnicového systému měřených
rastrových souřadnic se předpokládá, že vĺıcovaćı body jsou ve vstupńım
souřadnicovém systému známy absolutně přesně, nebot’ jejich souřadnice jsou
dány rozměry mapového listu, které záviśı jen na parametrech Besselova elipso-
idu a jednoznačně stanovených intervalech zeměpisné š́ı̌rky a délky (∆ϕ = 15′,
∆λ = 30′). V takovém př́ıpadě je σxy,i = 0 pro všechna i ∈ I.

3.3 Obecné řešeńı

3.3.1 Zprostředkuj́ıćı rovnice

Maticový zápis transformačńıch rovnic pro vĺıcovaćı body :

Xi = Q · xi + r . (4)

Podrobný zápis transformačńıch rovnic pro vĺıcovaćı body :[
Xi

Yi

]
=

[
q11 , q12

q21 , q22

]
·
[
xi
yi

]
+

[
r1

r2

]
, i ∈ I , (5)
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Maticová zprostředkuj́ıćı rovnice :

XI = AI · h . (6)

xI . . . vektor vstupńıch souřadnic, xI := [ [xi, yi]
T | i ∈ I ]T ,

XI . . . vektor výstupńıch souřadnic, XI := [ [Xi, Yi]
T | i ∈ I ]T ,

AI . . . matice plánu,AI := [ [Ax,i, Ay,i, I2] | i ∈ I ]T ,

h . . . vektor neznámých veličin, h := [ q11, q21, q21, q22, r1, r2 ]T ,.

Matice AI je bloková matice, jej́ımiž bloky (submaticemi) jsou čtvercové
matice řádu 2, a sice Ax,i := diag([xi, xi]), Ay,i := diag([yi, yi]), I2 :=
diag([1, 1]), tedy

Ax,i =

[
xi , 0
0 , xi

]
, Ay,i =

[
yi , 0
0 , yi

]
, I2 =

[
1 , 0
0 , 1

]
. (7)

Index i udává pořad́ı submatice ve svislém směru (tzv. blokově sloup-
cový index). Pro indexovou množinu I = {1, 2, . . . , n} má tedy matice AI

následuj́ıćı blokovou strukturu:

AI =

 Ax,1 , Ay,1 , I2
... ,

... ,
...

Ax,n , Ay,n , I2

 . (8)

3.3.2 Váhová matice

Přesnost měřených výstupńıch souřadnic ovlivňuje vyrovnáńı prostřednictv́ım
váhové matice P a jednotkové středńı chyby σ0.

P := σ0
2diag([ [σ−2

xy,i, σ
−2
xy,i] | i ∈ I ]) (9)

Jednotkovou varianci σ0
2 lze zvolit libovolně, např.

σ0
2 :=

∑
i∈I

σ2
xy,i

n
. (10)

3.3.3 Vyrovnáńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

ĥ := (AT
I ·P ·AI)

−1 ·AT
I ·P ·XI . (11)
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3.3.4 Aposteriorńı jednotková variance

σ2
0 :=

(AI · ĥ−XI)
T ·P · (AI · ĥ−XI)

2n− 6
. (12)

3.4 Obecný postup výpočtu

Vzorce (11), (12) lze použ́ıt k řešeńı daného problému, avšak pro konkrétńı
výpočet je výhodné je mı́rně upravit. Následuj́ıćı výpočetńı postup je výhodný
jak z hlediska numerické stability, tak z hlediska zobecněńı daného problému
na př́ıpad nepřesných souřadnic vĺıcovaćıch bod̊u v obou souřadnicových
systémech (tj. pro σxy,i > 0, σXY,i > 0), tak pro př́ıpad plné (nediagonálńı)
váhové matice P.

3.4.1 Redukce souřadnic k těžǐsti vĺıcovaćıch bod̊u

Souřadnice těžǐstě vĺıcovaćıch bod̊u se urč́ı podle vztah̊u:

1x := [ [1, 0 ]T | i ∈ I ]T , (13)

1y := [ [0, 1 ]T | i ∈ I ]T , (14)

x :=

[
1Ts ·P · xI
1Ts ·P · 1s

| s ∈ {x, y}
]T

, X :=

[
1Ts ·P ·XI

1Ts ·P · 1s
| s ∈ {x, y}

]T
.

(15)
Redukované souřadnice:

xri := xi − x , Xr
i := Xi −X . (16)

3.4.2 Stanoveńı přibližných koeficient̊u afinńı transformace

Ax := x̄ I2 , Ay := ȳ I2 , (17)

Pro vhodnou trojici vĺıcovaćıch bod̊u {i, j, k} ⊂ I obdrž́ıme

Ar
{i,j,k} :=

 Ax,i −Ax , Ay,i −Ay , I2

Ax,j −Ax , Ay,j −Ay , I2

Ax,k −Ax , Ay,k −Ay , I2

 , (18)

Xr
{i,j,k} := [ Xu −X |u ∈ {i, j, k} ]T .

Přibližné koeficienty afinńı transformace pak budou

h◦ := (Ar
{i,j,k})

−1 ·Xr
{i,j,k} . (19)
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3.4.3 Vyrovnáńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

σ0
2 :=

∑
i∈I

σ2
xy,i

n
. (20)

P := σ0
2diag([ [σ−2

xy,i, σ
−2
xy,i] | i ∈ I ]) , (21)

n := |I| , (22)

I2,n := [ I2, . . . , I2︸ ︷︷ ︸
n

]T , (23)

Ar
I := AI − [ x̄ I2,n, ȳ I2,n, I2,n ] , (24)

h̃ := ((Ar
I)
T ·P ·Ar

I)
−1 · (Ar

I)
T ·P · (Xr

I −Ar
I · h◦) . (25)

3.4.4 Transformačńı koeficienty

[ q̂1, q̂2, r̃ ]T := h̃ + h◦ (26)

Q̂ := [ q̂1, q̂2 ] , (27)

r̂ := X− Q̂ · x + r̃ . (28)

3.4.5 Výsledné transformačńı rovnice

t1(x) = Q̂ · x + r̂ . (29)

3.5 Postup výpočtu pro mapový list

3.5.1 Souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u

Vĺıcovaćımi body jsou rohy mapového listu topografické sekce. Souřadnice
vĺıcovaćıch bod̊u ve výstupńım systému byly odměřeny v daném rastru.
Označ́ıme je

XI = [X0,X1,X2,X3] . (30)

Indexová množina I je tedy

I := {0, 1, 2, 3} .

11



Vĺıcovaćı bod o souřadnićıch X0 je umı́stěn v levém dolńım rohu mapového
rámu topografické sekce, daľśı vĺıcovaćı body Xi jsou postupně (se zvětšuj́ıćım
se indexem i) umist’ovány do daľśıch roh̊u mapového rámu ve směru hodi-
nových ručiček.

Souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u ve vstupńım systému jsou dány rozměry ma-
pového listu topografické sekce, které záviśı na parametrech Besselova elipso-
idu, intervalech zeměpisné š́ı̌rky a délky (∆ϕ = 15′, ∆λ = 30′) a na signatuře
mapového listu. Signaturu mapového listu tvoř́ı trojice č́ısel [f, g, h] udávaj́ıćı
pozici mapového listu ve stanoveném kladu mapových list̊u (viz např. [8]).

f . . . pořad́ı vrstvy, f ∈ {34, . . . , 45},
g . . . pořad́ı sloupce, g ∈ {48, . . . , 61},
h . . . umı́stěńı v rámci sekčńıho mapového listu, h ∈ {1, 2, 3, 4}.

Sekčńı mapový list vznikne projekćı dvojrozměrného intervalu plochy Bes-
selova elipsoidu (15′ × 30′) do roviny. T́ımto dvojrozměrným intervalem je

Vf,g := 〈ϕf −
∆ϕ

2
, ϕf +

∆ϕ

2
〉 × 〈λg −

∆λ

2
, λg +

∆λ

2
〉 , (31)

přičemž ϕf , λg jsou zeměpisné souřadnice středu sekčńıho mapového listu
se signaturou [f, g].

ϕf =
π

3
− (f +

1

2
) ∆ϕ , (32)

λg =
π

30
+ (g − 1

2
) ∆λ .

∆ϕ, ∆λ jsou rozměry zmı́něného dvojrozměrného intervalu (31) na ploše
Besselova elipsoidu.

∆ϕ = 15′ =
1

4
· π

180
, ∆λ = 30′ =

1

2
· π

180
. (33)

Rozměry sekčńıho mapového listu se urč́ı následovně. Š́ı̌rka sekčńıho ma-
pového listu podél horńı, resp. dolńı strany mapového rámu odpov́ıdá délce
oblouku rovnoběžky o zeměpisné š́ı̌rce ϕf + ∆ϕ

2
, resp. ϕf − ∆ϕ

2
na Besselově

elipsoidu. Š́ı̌rka sekčńıho mapového listu podél horńı strany mapového rámu
je tedy dána vzorcem:

sf =
a√

1− ε2 sin2(ϕf + ∆ϕ
2

)
cos(ϕf +

∆ϕ

2
) ∆λ (34)

Výška sekčńıho mapového listu odpov́ıdá délce oblouku poledńıku na Bes-
selově elipsoidu mezi rovnoběžkami ϕf + ∆ϕ

2
a ϕf − ∆ϕ

2
.
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vf =

∫ ϕf + ∆ϕ
2

ϕf−∆ϕ
2

a(1− ε2)

(
√

1− ε2 sin2 ϕ)3
dϕ . (35)

Š́ı̌rka sf a výška vf sekčńıho mapového listu je stejná pro všechny sloupce
v kladu sekčńıch mapových list̊u. Jejich hodnoty vyč́ıslené pro parametry Bes-
selova elipsoidu

a = 6377397.15508 ,

ε = 0.006693421552039816 , (36)

podle vzorc̊u (34), (35) jsou uvedeny v tabulce 1.

f sf [m] vf [m]
35 34905.6214 27809.4933
36 35094.5546 27808.3003
37 35282.8133 27807.1051
38 35470.3940 27805.9080
39 35657.2931 27804.7090
40 35843.5073 27803.5082
41 36029.0329 27802.3056
42 36213.8664 27801.1015
43 36398.0045 27799.8958
44 36581.4436 27798.6886
45 36764.1803 27797.4801
46 36946.2111 27796.2704

Tabulka 1: Š́ı̌rky sf a výšky vf sekčńıho mapového listu

Počátek vstupńıho souřadnicového systému je umı́stěn do středu sekčńıho
mapového listu. Souřadnice roh̊u se signaturou [f, g, h] se pak urč́ı podle
vztahu:

xf,g,h2i +j :=

 B(`) B−1 (B(i) B(`)) w�
k,0,B−1(B(j)B(k)B(`))

B(k) B−1 (B(i) B(j)B(k)) w�
k,1,B−1(B(j)B(k)B(`))

 , (37)

kde

B(n) := 2n− 1 , (38)
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B−1(m) =
1 +m

2
,

[
w�
k,0,0 , w�

k,0,1

w�
k,1,0 , w�

k,1,1

]
:=

1

2

[
1
2
(sf + sf+1) , sf+k

vf , vf

]
. (39)

Indexy k, ` představuj́ı č́ıslice binárńıho zápisu č́ısla h− 1, tedy

h− 1 = 2k + ` . (40)

Explicitńı definice index̊u k, `:

k := b(h− 1)/2c . . . výsledek celoč́ıselného děleńı dvěma,

` := (h− 1) mod 2 . . . zbytek po děleńı dvěma.

3.5.2 Výpočet transformačńıch koeficient̊u

Podle obecného postupu výpočtu (kap. 3.4) se vypočtou transformačńı koefi-

cienty Q̂, r̂ podle vzorc̊u (27), (28).

3.5.3 Vlastńı transformace podrobných bod̊u topografické sekce

Dopředná transformace Při dopředné transformaci jsou vstupńımi souřad-
nicemi vĺıcovaćıch bod̊u přesně známé souřadnice x0,x1,x2,x3 vypočtené
podle vzorce (37) pomoćı následných substitućı (38), (39), (40). Výstupńımi
souřadnicemi vĺıcovaćıch bod̊u jsou pak měřené rastrové souřadnice X0,X1,X2,X3.

Pro daný bod zájmového územı́ se vypočtou jeho výstupńı souřadnice
podle vzorce (29). Zájmové územı́ tvoř́ı lichoběžńık, jehož vrcholy jsou za-
dané vĺıcovaćı body v roźıch mapového listu. Vnitřek tohoto lichoběžńıku lze
vyjádřit jako pr̊unik čtyř polorovin Ui, i ∈ {0, 1, 2, 3} . Označ́ıme-li zájmové
územı́ symbolem U, pak plat́ı:

U =
3⋂
i=0

Ui ,

Ui :=
{
xi + ti(xi+1 − xi)− ui(xi+1 − xi)

⊥
∣∣∣∣ ti ∈ R, ui ∈ 〈0,∞)

}
, (41)

přičemž (·)⊥ znač́ı kolmost, tj. pro x = [x, y ]T plat́ı

x⊥ := [−y, x]T ,
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a ‖ · ‖ znač́ı normu vektoru, tj.

‖x‖ :=
√

xT · x ,

tedy
‖x‖ =

√
x2 + y2 .

Zpětná transformace Při zpětné transformaci je třeba invertovat trans-
formačńı rovnice (29).

t−1
1 (X) = Q̂−1 · (X− r̂) . (42)

Zájmovým územı́m je čtyřúhelńık vytvořený vĺıcovaćımi body o souřadnićıch
X0,X1,X2,X3.

U−1 =
3⋂
i=0

U−1
i ,

U−1
i :=

{
Xi + ti(Xi+1 −Xi)− ui(Xi+1 −Xi)

⊥
∣∣∣∣ ti ∈ R, ui ∈ 〈0,∞〉

}
, (43)

Mezi t́ımto čtyřúhelńıkem a lichoběžńıkem (41) ovšem přesně neplat́ı
očekávaný vztah

t1(U) = U−1 ,

nebot’ souřadnice X0,X1,X2,X3 jsou zat́ıženy měřickými chybami.

4 Inverze p̊uvodńıho kartografického zobra-

zeńı Besselova elipsoidu do roviny sekčńıho

mapového listu

Původně navržené kartografické zobrazeńı Besselova elipsoidu do roviny
bývá v literatuře označováno jako Sansonovo (viz [1]), nebo též Sanson–
Flamsteedovo (viz [5]) př́ıp. Mercator–Sansonovo zobrazeńı (viz [4]). Žádný
z těchto názv̊u však neodpov́ıdá kartografickému zobrazeńı použitému při
III. vojenském mapováńı, nebot’ toto zobrazeńı je polyedrické. Zobrazuje
Bessel̊uv elipsoid do roviny po částech vymezených dvojrozměrnými elipsoi-
dickými intervaly (31) (elipsoidickými obdélńıky 15′ × 30′), které odpov́ıdaj́ı
lichoběžńık̊um v rovině mapy (tzv. sekčńım mapovým list̊um). Na sekčńım
mapovém listu o signatuře [f, g] je tak zobrazena čtyřúhelńıková oblast elip-
soidické plochy Vf,g.
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Sansonovo–Flamsteedovo zobrazeńı jakožto sinusoidálńı zobrazeńı (viz [2])
ve skutečnosti plat́ı jen pro rovnoběžné základny lichoběžńıkových sekčńıch
mapových list̊u a pro svislou osu mapového listu (obraz středńıho poledńıku),
a to jen pro kulovou referenčńı plochu. Zobecněńı jednoduchých zobrazovaćıch
rovnic sinusoidálńıho zobrazeńı (viz [2]) pro elipsoidickou referenčńı plochu
vyjadřuj́ı vztahy pro výpočet rozměr̊u sekčńıch mapových list̊u (34), (35).
Tyto rozměry nejsou délkově zkreslené. Kartografické zobrazeńı pro jednot-
livé sekčńı mapové listy pak vznikne lineárńı interpolaćı mezi body těchto
tř́ı nezkreslených úseček. K transformaci zeměpisných souřadnic na Besselově
elipsoidu do roviny sekčńıho mapového listu proto bylo použito po částech
bilineárńı zobrazeńı zachovávaj́ıćı délku středńıho poledńıku a krajńıch rov-
noběžek v každém sekčńım mapovém listu (viz [8]). Dvojrozměrné intervaly
zeměpisných souřadnic Vf,g definované v (31) se při něm zobrazuj́ı na li-
choběžńıky sestavené ze čtyř oskenovaných topografických sekćı v měř́ıtku
1 : 25000.

Vzhledem k zmı́něné terminologické nejednotnosti bude kartografické zob-
razeńı použité při III. vojenském mapováńı nadále nazýváno modifikované San-
sonovo zobrazeńı. Při modifikovaném Sansonově zobrazeńı se tedy povrch Bes-
selova elipsoidu zobrazuje do roviny po částech vymezených dvojrozměrnými
intervaly (31).

4.1 Požadovaný výsledek

Je třeba stanovit transformačńı rovnice po částech bilineárńıho zobrazeńı t2,

t2 : R2 → R2 : [x, y ] 7→ t2(x, y) = [ϕ, λ ]T ,

které zobrazuje lichoběžńıky o rozměrech sf+1, sf , vf (spodńı základna, horńı
základna (34), výška (35) sekčńıho mapového listu) na dvojrozměrné inter-
valy Vf,g (31). Tato transformace představuje inverzńı zobrazeńı k p̊uvodńımu
kartografickému zobrazeńı Besselova elipsoidu do roviny sekčńıho mapového
listu.

4.2 Vstupńı údaje a předpoklady

Jsou dány rovinné souřadnice rohových bod̊u sekčńıho mapového listu o sig-
natuře [f, g]. Pro každý sloupec g ∈ {48, . . . , 61} zavedeme označeńı:

xf,g,i,j = −B(i) vf
2

, ∀j ∈ {0, 1} , (44)

yf,g,i,j =
B(j) sf+i

2
. (45)
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Funkce B je definována (38), hodnoty sf+i, vf jsou dány vzorci (34), (35).
Dále jsou dány zeměpisné souřadnice rohových bod̊u dvojrozměrného in-

tervalu Vf,g pro sekčńı mapový list o signatuře [f, g].

ϕf,i = ϕf + B(i)
∆ϕ

2
, (46)

λg,j = λg + B(j)
∆λ

2
, (47)

kde ϕf , λg jsou zeměpisné souřadnice středu sekčńıho mapového listu (o sig-
natuře [f, g]) dané vztahy (32). Př́ır̊ustky ∆ϕ, ∆λ byly stanoveny v (33).

4.3 Obecné řešeńı

Hledané transformačńı rovnice lze snadno vyjádřit pomoćı tzv. plátováńı
v následuj́ıćım tvaru:

t2(x, y) = pf, g

(
x− xf, g, 0, 0

xf, g, 1, 1 − xf, g, 0, 0
,

y − yf, g, 0, 0
yf, g, 1, 1 − yf, g, 0, 0

)
. (48)

Funkce pf, g představuje tzv. plát, což je vektorová funkce

pf, g : 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 → R2 : [u, v] 7→ pf, g(u, v) ,

která je definována implicitně rovnićı

[F0(U) ,−1 , F1(U) ] · Mf,g · [F0(V ) ,−1 , F1(V ) ]T = 0 . (49)

Přitom Mf, g je tzv. matice plátu,

Mf, g =

 zf, g, 0, 0 αf, g, 0, 0(V ) zf, g, 0, 1

αf, g, 1, 0(U) pf, g(U, V ) αf, g, 1, 1(U)

zf, g, 1, 0 αf, g, 0, 1(V ) zf, g, 1, 1

 , (50)

zf,g,i,j =
1

2

[
xf,g,i,j
yf,g,i,j

]
, (51)

Funkce αf, g, i, j , i, j ∈ {0, 1} slouž́ı k parametrickému vyjádřeńı křivek
tvoř́ıćıch okraje plátu. V př́ıpadě bilineárńıho zobrazeńı představuj́ı vektorové
funkce αf, g, i, j úsečky.
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αf, g, i, j(t) := zf, g, j−ij, ij + (zf, g, j−ij+i, ij+1−i − zf, g, j−ij, ij) · t . (52)

Označeńı roh̊u a hran plátu znázorňuje následuj́ıćı diagram. V něm jsou
hrany znázorněny šipkami a jejich označeńı uvedeno menš́ımi ṕısmeny podél
šipek. Směr šipky udává směr nar̊ustáńı parametru př́ıslušné okrajové křivky.

[1, 0]
[0,1]−−−−−−−−→ [1, 1]

[1,0]

x x[1,1]

[0, 0] −−−−−−−−→
[0,0]

[0, 1]

(53)

yx
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ x

Souřadnice zf,g,i,j odpov́ıdaj́ı roh̊um sekčńıho mapového listu definovaného
rovnicemi(48), (49), (50) pro lineárńı funkce F0 , F1, αf,g,i,j (i, j ∈ {0, 1}).
Funkce F0 , F1 jsou ve tvaru:

F0(t) := 1− t ,
F1(t) := t , (54)

Obecný bod plátu se vypočte podle vzorce

pf, g(T0, T1) =
1∑
i=0

1∑
j=0

αf, g, i, j(T1−i)Fj(Ti)− zf, g, i, j Fi(T0)Fj(T1) , (55)

který se následně dosad́ı do vztahu (48).

Inverzńı transformace K řešeńı inverzńı transformace stač́ı zaměnit vstupńı
a výstupńı souřadnicový systém. Přitom je vždy nutné normovat vstupńı
souřadnice na interval 〈0, 1〉, tj.

t−1
2 (ϕ, λ) = p̃f, g

(
ϕ− ϕf, 0
ϕf, 1 − ϕf, 0

,
λ− λg, 0
λg, 1 − λg, 0

)
. (56)

Matice inverzńıho plátu bude:
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M̃f, g =

 z̃f, g, 0, 0 α̃f, g, 0, 0(V ) z̃f, g, 0, 1

α̃f, g, 1, 0(U) p̃f, g(U, V ) α̃f, g, 1, 1(U)

z̃f, g, 1, 0 α̃f, g, 0, 1(V ) z̃f, g, 1, 1

 , (57)

z̃f,g,i,j =
1

2

[
ϕf,i
λg,j

]
, (58)

α̃f, g, i, j(t) := z̃f, g, j−ij, ij + (z̃f, g, j−ij+i, ij+1−i − z̃f, g, j−ij, ij) · t . (59)

Obecný bod plátu se vypočte podle vzorce

p̃f, g(T0, T1) =
1∑
i=0

1∑
j=0

α̃f, g, i, j(T1−i)Fj(Ti)− z̃f, g, i, j Fi(T0)Fj(T1) , (60)

který se následně dosad́ı do vztahu (56).

5 Kartografické zobrazeńı Besselova elipsoidu

do roviny S-JTSK

5.1 Požadovaný výsledek

Je třeba zadat transformaci elipsoidických souřadnic bodu [ϕ, λ] na Besselově
elipsoidu na kartézské souřadnice [X, Y ].

5.2 Vstupńı údaje a předpoklady

Jsou dány elipsoidické souřadnice bodu na Besselově elipsoidu [ϕ, λ].

5.3 Obecné řešeńı

t3 : R2 → R2 : [ϕ, λ ] 7→ t3(ϕ, λ) = [X, Y ]T =: X , (61)

V této metodice se předpokládá Křovákovo zobrazeńı Besselova elipsoidu
do roviny souřadnicového systému S-JTSK (viz např. [3]). V př́ıpadě jiného
kartografického zobrazeńı je třeba funkci t3 implementovat ve dvou kroćıch:
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1. Transformace Besselova elipsoidu na použitý referenčńı elipsoid (např.
WGS84),

2. Kartografické zobrazeńı použitého referenčńıho elipsoidu do rovimy
(např. UTM)

V př́ıpadě Křovákova zobrazeńı je transformace t3 čtyřkroková:

[ϕ, λ]
K1−→ [U, V ]

K2−→
[
Š, D

] K3−→ [ρ, ε]
K4−→ [X, Y ]

5.4 Křovákovo zobrazeńı

t3 (ϕ, λ) = K4 (K3 (K2 (K1 (ϕ, λ))))

5.4.1 Gaussovo konformńı zobrazeńı Besselova elipsoidu na kulovou
plochu

K1 : 〈−π
2
,
π

2
〉 × 〈0, 2π)→ 〈−π

2
,
π

2
〉 × 〈0, 2π) : [ϕ, λ] 7→ [U, V ]

ϕ◦ = 49◦30′

U = 2

arctan

(
tan
(
ϕ
2

+ π
4

) (
1−ε sinϕ
1−ε sinϕ

) e
2

)α
k

− π

4


V = α · λ (62)

Použité konstanty:

U◦ = 49◦27′32, 84625′′

ϕo = 49o30′

α = 1, 000597498372

k = 0.9965924869

R = 6380703.6105
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Inverzńı zobrazeńı: Při označeńı

∆U = U − U◦

lze vyjádřit přibližné řešeńı rovnice (62) ve tvaru řady:

ϕ = 100.1416022789 · 10−2 ·∆U − 86.87150417 · 10−6 ·∆U2 +

+16.70197 · 10−8 ·∆U3 + 117.5089 · 10−10 ·∆U4 − ϕ◦ , (63)

λ =
V

α
.

5.4.2 Transformace zeměpisných souřadnic na kulové ploše

K2 : 〈−π
2
,
π

2
)× 〈0, 2π)→ 〈−π

2
,
π

2
)× 〈0, 2π) : [U, V ] 7→

[
Š, D

]
sin Š = sin (UQ) sinU + cos (UQ) cosU cos (∆V )

sinD =
sin (∆V ) cosU

cos
(
Š
) (64)

sinU = sin
(
Š
)

sin (UQ)− cos
(
Š
)

cos (UQ) cosD

sin (∆V ) =
cos
(
Š
)

sinD

cosU
, (65)

∆V = VQ − V .

5.4.3 Konformńı kuželové zobrazeńı kartografických souřadnic do
roviny

K3 : 〈−π
2
,
π

2
〉 × 〈0, 2π)→ (0, ∞)× 〈0, π

2
) :

[
Š, D

]
7→ [ρ, ε]

ρ = ρ◦

tan
(
Š◦
2

+ π
4

)
tan
(
Š
2

+ π
4

)
n

ε = n ·D . (66)

Š◦ = 78◦30′
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ρ◦ = 0.9999R tan Š◦

D =
ε

n

5.4.4 Transformace polárńıch souřadnic na kartézské

K4 : (0, ∞)× 〈0, π
2

) → R2 : [ρ, ε] 7→ [X, Y ]

X = ρ cos ε

Y = ρ sin ε (67)

ρ =
√
X2 + Y 2

ε = arctan
Y

X
(68)

6 Elastická transformace v rovině

6.1 Požadovaný výsledek

Je třeba stanovit transformačńı rovnice elastické transformace a jej́ı cha-
rakteristiku polohové přesnosti v libovolném bodě. Touto požadovanou cha-
rakteristikou přesnosti je středńı souřadnicová chyba σXY (X̂, Ŷ ) bodu
o souřadnićıch [X̂, Ŷ ] definovaná jako parametr dvojrozměrného normálńıho
rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti

1

2π (σXY (X̂, Ŷ ))2
exp

(
−1

2

(ξ − X̂)2 + (η − Ŷ )2

(σXY (X̂, Ŷ ))2

)
. (69)

Symboly ξ, η představuj́ı náhodné souřadnice bodu, jehož přesnost je sta-
novována.

Symbol σXY (X̂, Ŷ ) bude v daľśım textu většinou nahrazován stručněǰśım
symbolem σXY , pokud bude zřejmé, že bod [X̂, Ŷ ] představuje libovolný bod
mapového listu.
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6.2 Vstupńı údaje a předpoklady

1. Současný souřadnicový systém vzniklý kartografickým zobrazeńım do ro-
viny (S-JTSK) budeme nazývat vstupńı souřadnicový systém a výsledný
souřadnicový systém po aplikaci elastické transformace výstupńı souřad-
nicový systém.

2. Mezi oběma zvolenými souřadnicovými systémy plat́ı přibližně podob-
nostńı transformace.

t4 : R2 → R2 : [x, y ] 7→ t4(x, y) = [X, Y ] , (70)

[
X
Y

]
=

[
p1 , −p2

p2 , p1

]
·
[
x
y

]
+

[
q1

q2

]
, (71)

kde

x, y . . . vstupńı souřadnice,

X, Y . . . výstupńı souřadnice,

p1, p2, q1, q2 . . . transformačńı koeficienty.

3. V obou souřadnicových systémech byly změřeny souřadnice zvolených
vĺıcovaćıch bod̊u. Volba vĺıcovaćıch bod̊u je popsána v kapitole 7.

xj, yj . . . vstupńı souřadnice j-tého vĺıcovaćıho bodu, j ∈ J ,

Xj, Yj . . . výstupńı souřadnice j-tého vĺıcovaćıho bodu, j ∈ J ,

J . . . indexová množina č́ısel vĺıcovaćıch bod̊u,
např. J = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N.

4. Je známa přesnost měřeńı vĺıcovaćıch bod̊u v obou souřadnicových
systémech. Ke každému vĺıcovaćımu bodu je tedy dána jeho středńı
souřadnicová chyba vzhledem k oběma souřadnicovým systémům. Současně
předpokládáme normálńı rozděleńı pravděpodobnosti polohy každého
vĺıcovaćıho bodu v obou souřadnicových systémech.
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σxy,j . . . středńı souřadnicová chyba j-tého vĺıcovaćıho bodu ve
vstupńım souřadnicovém systému,

σXY,j . . . středńı souřadnicová chyba j-tého vĺıcovaćıho bodu ve
výstupńım souřadnicovém systému.

5. V zájmovém územı́ se předpokládaj́ı odchylky od podobnostńıho vztahu
mezi odpov́ıdaj́ıćımi si souřadnicemi téhož bodu. Tyto odchylky zp̊usobuj́ı
lokálńı polohové deformace mapové kresby v̊uči podobnostńı trans-
formaci. Odchylky dvou bĺızkých bod̊u jsou statisticky závislé. Jejich
kovariance klesá se vzdálenost́ı obou bod̊u. Při nekonečné vzdálenosti
obou bod̊u se jejich kovariance anuluje. Při nulové vzdálenosti obou bod̊u
přejde statistická závislost ve funkčńı závislost a sice identitu.

6. Pr̊uběh kovariance odchylek v závislosti na vzdálenosti odpov́ıdaj́ıćıch
bod̊u je dán prostřednictv́ım tzv. kovariančńı funkce.

c(u) := σ2 exp
(
−d2 u2

)
, (72)

kde

c . . . kovariančńı funkce

σ . . . středńı souřadnicová chyba udávaj́ıćı mı́ru lokálńı polohové de-
formace v̊uči podobnostńı transformaci.

u . . . vzdálenost bod̊u, jejichž závislost je určována kovariančńı
funkćı c

d . . . rychlost klesáńı kovariančńı funkce se vzdálenost́ı — při větš́ı
hodnotě d klesá kovariančńı funkce rychleji

Kovariančńı funkce c je tedy dána vztahem (72) až na parametry σ, d.
Tyto parametry budou určeny v pr̊uběhu vlastńıho řešeńı.

6.3 Teoretická východiska

6.3.1 Komplexńı aritmetika

Postup řešeńı lze výhodně zapsat pomoćı veličin v komplexńım č́ıselném oboru.
Souřadnice x, y bodu v rovině budou vždy reprezentovány jedńım kom-

plexńım č́ıslem w ∈ C :
w = x+ i y ,
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kde i je imaginárńı jednotka (i :=
√
−1).

Jednotlivé (reálné) souřadnice lze pak extrahovat z komplexńıho č́ısla w =
x+ i y pomoćı operátor̊u <, =.

x = <(w) , y = =(w) .

Pro reprezentaci dvojice reálných č́ısel [x, y ] jedńım komplexńım č́ıslem w =
x+ i y , budeme použ́ıvat zápis

w = complex(x, y ) (73)

Č́ıslo komplexně sdružené ke komplexńımu č́ıslu w budeme značit w.

w := x− i y .

Absolutńı hodnotu komplexńıho č́ısla w = x+ i y budeme značit |w|.

|w| :=
√
ww =

√
x2 + y2

Kv̊uli stručněǰśımu zápisu budeme č́ıslicemi 1, 0 zapisovat př́ıslušná kom-
plexńı č́ısla s nulovou imaginárńı složkou, tj.

1 = 1 + i 0 ,

0 = 0 + i 0 .

6.3.2 Metoda kolokace

Pro modelováńı lokálńıch polohových deformaćı staré mapy lze použ́ıt metodu
kolokace. Metoda kolokace respektuje statistickou závislost odchylek od po-
dobnostńı transformace a unožňuje tuto závislost popsat pomoćı kovariančńı
funkce (72).

Pro aplikaci metody kolokace je nutné nejdř́ıve sestavit výchoźı rovnice,
které by formálně zachytily uvedené geometrické a statistické předpoklady.
Takové rovnice se nazývaj́ı zprostředkuj́ıćı rovnice.

Sestaveńı zprostředkuj́ıćıch rovnic Podobnostńı vztah mezi vstupńım
a výstupńım souřadnicovým systémem zohledňuje podobnostńı transformace
t4 definovaná vztahy (70), (71). Lze ji jednoduše vyjádřit jako komplexńı funkci

t : C→ C : w 7→ t(w) = W = pw + q , (74)

kde
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w = x + i y . . . vstupńı souřadnice,

W = X + iY . . . výstupńı souřadnice,

p = p1 + i p2 . . . transformačńı koeficienty (rotace
a změna měř́ıtka souřadnicových os),

q = q1 + i q2 . . . transformačńı koeficienty (vzájemný po-
sun počátk̊u souřadnicových systémů).

Podle (71) lze snadno nahlédnout, že p̊uvodńı vektorová transformace t4

(70) je s komplexńı funkćı t (74) svázána jednoduchým vztahem:

t4(x, y) = [<(t(x + i y)), =(t(x + i y)) ] .

Transformačńı rovnice z definice (74)

W = pw + q (75)

vyhovuje všem bod̊um zájmového územı́, tedy i vĺıcovaćım bod̊um. Plat́ı proto
také:

Wj = pwj + q , j ∈ J , (76)

kde
wj = xj + i yj . . . vstupńı souřadnice j-tého vĺıcovaćıho bodu,

Wj = Xj + iYj . . . výstupńı souřadnice j-tého vĺıcovaćıho bodu.

Soustavu rovnic (76) můžeme zapsat i ve vektorovém tvaru:

W = pw + q , (77)

kde w, W jsou komplexńı vektory obsahuj́ıćı souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u
v obou souřadnicových systémech.

w := [w1, . . . , wn ]T ,

W := [W1, . . . ,Wn ]T .

Soustava rovnic (75), (77) je tedy formálńım vyjádřeńım stanovených geo-
metrických předpoklad̊u.

Statistické předpoklady splńıme zavedeńım měřických chyb na vĺıcovaćıch
bodech εj, Ej a odchylek ϕ, ϕj představuj́ıćıch lokálńı polohové deformace
mapové kresby.

W + ϕ = pw + q

Wj + Ej + ϕj = p (wj + εj) + q , j ∈ J , (78)
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kde
εj . . . měřická chyba vstupńıch souřadnic j-tého vĺıcovaćıho bodu,

Ej . . . měřická chyba výstupńıch souřadnic j-tého vĺıcovaćıho bodu,

ϕ . . . odchylka výstupńıch souřadnic obecného bodu,

ϕj . . . odchylka výstupńıch souřadnic j-tého vĺıcovaćıho bodu.

U všech náhodných veličin εj, Ej je známé jejich rozděleńı pravděpodobnosti,
nebot’ jsou dány jejich středńı souřadnicové chyby σxy,j, σXY,j a předpoklad
normality. Rovněž je známé sdružené rozděleńı pravděpodobnost náhodných
veličin ϕ, ϕj. T́ım je (n + 1)-rozměrné normálńı rozděleńı pravděpodobnosti,
jehož kovariančńı matice je zadána prostřednictv́ım kovariančńı funkce c. (Pro-
zat́ım předpokládáme, že parametry d, σ jsou vhodně zvoleny.) Sdruženým
rozděleńım pravděpodobnosti náhodných veličin ϕ, ϕj, Ej, εj je tedy (3n+ 1)
-rozměrné normálńı rozděleńı pravděpodobnosti s kovariančńı matićı

C =

 σ2 , Cuw , OT
n

(Cuw)T , C2,2 , On,n

On , On,n , Cε,ε

 , (79)

kde
Cuw := [ c (|w − wi|) | i ∈ {1, 2, . . . , n} ],

C2,2 := [ c (|wj − wi| ) | i, j ∈ {1, 2, . . . , n}],

On := [ 0, . . . , 0 ]T . . .n-rozměrný nulový vektor (sloupcový),

On,n := [ 0 | i, j ∈ {1, 2, . . . , n}] . . . čtvercová nulová matice řádu n,

Cε,ε := diag(σ2
XY,1, . . . , σ

2
XY,n, σ

2
xy,1, . . . , σ

2
xy,n).

V soustavě rovnic (78) je nejvýznamněǰśı neznámou veličinou W , ne-
bot’ představuje výstupńı souřadnice bodu, jehož přesnost určujeme. Daľśımi
neznámými veličinami jsou parametry podobnostńı transformace p, q.

Hodnoty veličin wj, Wj jsou známy, mebot’ byly zjǐstěny měřeńım souřadnic
vĺıcovaćıch bod̊u. Prozat́ım předpokládáme, že volba bodu, v němž má být sta-
novena přesnost mapy, se uskutečńı prostřednictv́ım jeho vstupńıch souřadnic.
Proto považujeme i hodnotu w za známou.

Soustavu rovnic (78) lze vyřešit pro neznámé veličiny W , p, q a současně
určit jejich rozděleńı pravděpodobnosti. K tomu je možné použ́ıt standardńı
metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, avšak předem je nutno separovat neznámé veličiny
W , p, q od náhodných veličin εj, Ej, ϕ, ϕj. Nejjednodušš́ım zp̊usobem separace
neznámých a náhodných veličin je linearizace.
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Prvńı rovnice v soustavě (78) je lineárńı, a proto je u ńı separace jedno-
duchá. Zbývaj́ıćı rovnice linearizujeme s pomoćı přibližných hodnot neznámých
veličin W ◦, p◦, q◦. Tyto přibližné hodnoty použijeme i v prvńı rovnici, přestože
to kv̊uli separaci neńı nutné. Je to však nutné z d̊uvodu jednotné volby
neznámých a konstant. Při označeńı

W = W ◦ + ∆W

p = p◦ + ∆p

q = q◦ + ∆q

(80)

přejde soustava rovnic (78) na ekvivalentńı soustavu s neznámými ∆W , ∆p,
∆q.

∆pw + ∆q + ∆W + p◦w + q◦ −W ◦ = ϕ

∆pwj + ∆q + p◦wj + q◦ −Wj
.
= Ej − p◦ εj + ϕj , j ∈ J . (81)

Přitom byl zanedbán člen ∆p εj.
Zvoĺıme-li přibližné hodnoty neznámých veličin W ◦, p◦, q◦ tak, aby platilo

W ◦ = p◦w + q◦ (82)

a zavedeme-li pomocné hodnoty výstupńıch souřadnic vĺıcovaćıch bod̊u

W ◦
j := p◦wj + q◦ , j ∈ J , (83)

pak se soustava rovnic (81) zjednoduš́ı na tvar:

∆pw + ∆q + ∆W = ϕ

∆pwj + ∆q +W ◦
j −Wj

.
= Ej − p◦ εj + ϕj , j ∈ J . (84)

V tomto tvaru již můžeme vyjádřit zprostředkuj́ıćı rovnice maticově,
zavedeme-li označeńı:
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h◦ := [ p◦ , q◦ ]T . . . přibližné transformačńı parametry,

∆h := [ ∆p ,∆q ]T . . . př́ır̊ustky transformačńıch parametr̊u,

h := [ p , q ]T . . . transformačńı parametry, h = h◦ + ∆h,

W := [W1, . . . ,Wn ]T . . . souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u ve výstupńım
souřadnicovém systému,

W◦ := [W ◦
1 , . . . ,W

◦
n ]T . . . přibližné souřadnice vĺıcovaćıch bod̊u ve

výstupńım souřadnicovém systému,

ϕ . . . odchylka výstupńıch souřadnic obecného bodu,

ϕ := [ϕ1, . . . , ϕn ]T . . . vektor odchylek výstupńıch souřadnic,

ε := [ E1 , . . . ,En , ε1, . . . , εn ]T . . . vektor měřických chyb
výstupńıch a vstupńıch souřadnic,

On := [ 0, . . . , 0 ]T . . .n-rozměrný nulový vektor (sloupcový),

1n := [ 1, . . . , 1 ]T . . .n-rozměrný jedničkový vektor (sloupcový),

In . . . jednotková matice řádu n,

aw := [w, 1 ],

A := [ w ,1n ],

B := [ In ,−p◦ In ].

[
1 , aw

On , A

]
·
[

∆W
∆h

]
+

[
0

W◦ −W

]
=

[
1 , OT

n , OT
2n

On , In , B

]
·

 ϕ
ϕ
ε



Tuto soustavu rovnic lze přehledně zapsat pomoćı matic
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Ã :=

[
1 , aw

On , A

]
,

h̃ :=

[
∆W
∆h

]
,

l̃ :=

[
0

W −W◦

]
,

D :=

[
1 , OT

n , OT
2n

On , In , B

]
,

v :=

 ϕ
ϕ
ε

 ,

Ã h̃− l̃ = D v (85)

a řešit ji standardńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, tzn. splnit podmı́nku

(Ã ̂̃h− l̃)]Q(Ã ̂̃h− l̃) = min
h̃∈C3

(Ã h̃− l̃)]Q(Ã h̃− l̃) , (86)

v ńıž symbol ] označuje adjungovanou matici, tzn.
M] := MT . . . adjungovaná matice k matici M (transponovaná a kom-

plexně sdružená)
Q je váhová matice

Q = (D C D])−1

vypočtená pomoćı kovariančńı matice C (viz. (79)), pro neznámý vektor ̂̃h.
T́ım se odhadnou hodnoty určovaných veličin ∆W , ∆p, ∆q.

̂̃h = (Ã]QÃ)−1 · Ã]Q l̃ . (87)

Po dosazeńı submatic A, B do blokových matic Ã, D a subvektoru
W−W◦ do vektoru l̃ pak lze s využit́ım inverze blokové matice vyjádřit trans-
formačńı vztah mezi souřadnicemi obecného bodu ve vstupńım a výstupńım
souřadnicovém systému.

Ŵ = W ◦ + Cuw ·P · (W −W◦ −A · ∆̂h) + aw · (∆̂h + h◦) , (88)

kde
P :=

(
B Cε,ε B] + C2,2

)−1
. . . váhová matice,

A] := AT . . . adjungovaná matice (transponovaná a komplexně
sdružená)

∆̂h := (A]PA)−1 A]P(W −W◦).
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Přechodem od komplexńıch č́ısel w, Ŵ k odpov́ıdaj́ıćım reálným souřadnićım
[x, y], [X̂, Ŷ ];

w = x+ iy , Ŵ = X̂ + i Ŷ

můžeme vyjádřit transformačńı rovnice (88) v symbolickém tvaru:

[X̂, Ŷ ] = t4(x, y) = [<(Ŵ ), =(Ŵ ) ] , (89)

kde t4 je zobrazeńı

t4 : R2 → R2 : [x, y] 7→ t4(x, y) . (90)

K řešeńı inverzńı transformace stač́ı zaměnit vstupńı a výstupńı souřadnicový
systém.

Kovariančńı matice odhadovaných veličin ∆W , ∆p, ∆q je:

(Ã]QÃ)−1 . (91)

V matici (91) je významný jen prvńı prvek, který představuje varianci
výstupńıch souřadnic W obecného bodu. Odmocnina variance W je hledanou
středńı souřadnicovou chybou σXY (X̂, Ŷ ). Provedeńım blokové inverze (91)
a odmocněńım prvńıho prvku invertované matice vznikne hledaný vzorec pro
výpočet σXY (X̂, Ŷ ).

σXY (X̂, Ŷ ) =√
σ2 −Cuw P (Cuw)T + (aw −Cuw P A) (A]PA)−1 (aw −Cuw P A)]

(92)

w = complex( t−1
4 (X̂, Ŷ ) )

Nast́ıněný postup bude v daľśı kapitole podrobně rozpracován do konkrétńıho
algoritmu.

6.4 Obecné řešeńı

6.4.1 Stanoveńı přibližných parametr̊u podobnostńı transformace

Např. pro dvojici vhodných vĺıcovaćıch bod̊u i, j ∈ {1, 2, . . . , n} lze zvolit
jednoduše

p◦ :=
Wj −Wi

wj − wi
, (93)

q◦ :=
Wiwj −Wj wi

wj − wi
. (94)
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6.4.2 Stanoveńı přibližných globálńıch souřadnic vĺıcovaćıch bod̊u

W ◦
i := p◦wi + q◦ , i ∈ {1, 2, . . . , n} .

6.4.3 Stanoveńı vektor̊u souřadnic vĺıcovaćıch bod̊u

W := [W1, . . . ,Wn ]T = [Wi | i ∈ {1, 2, . . . , n} ]T ,

W◦ := [W ◦
1 , . . . ,W

◦
n ]T = [W ◦

i | i ∈ {1, 2, . . . , n} ]T , (95)

w := [w1, . . . , wn ]T = [wi | i ∈ {1, 2, . . . , n} ]T . (96)

6.4.4 Stanoveńı kovariančńıch matic

1. Kovariančńı matice měřených vĺıcovaćıch bod̊u

Cε,ε := diag(σ2
XY,1, . . . , σ

2
XY,n, σ

2
xy,1, . . . , σ

2
xy,n) (97)

2. Kovariančńı matice lokálńıch deformaćı

C2,2 := [ c (|wj − wi| ) | i, j ∈ {1, 2, . . . , n}] , (98)

Cuw := [ c (|w − wi|) | i ∈ {1, 2, . . . , n} ] . (99)

6.4.5 Výpočet transformačńıch parametr̊u

aw := [w , 1 ] ,

A := [ w ,1n ] ,

P :=
(
B Cε,ε B] + C2,2

)−1
,

A] := AT ,

∆̂h := (A]PA)−1 A]P(W −W◦) .

6.4.6 Transformačńı rovnice

Ŵ = W ◦ + Cuw ·P · (W −W◦ −A · ∆̂h) + aw · (∆̂h + h◦)

t4(x, y) = [X̂, Ŷ ] = [<(Ŵ ), =(Ŵ ) ]
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6.4.7 Výpočet středńı souřadnicové chyby transformace

w = complex( t−1
4 (X̂, Ŷ ) )

σXY (X̂, Ŷ ) =
√
σ2 −Cuw P (Cuw)T + (aw −Cuw P A) (A]PA)−1 (aw −Cuw P A)]

7 Sběr dat a implementačńı poznámky

7.1 Sběr identických bod̊u

Pro georeferencováńı mapového listu je potřeba vyhledat na každém mapovém
listu dostatečný počet identických bod̊u. Nejvhodněǰśımi identickými body
jsou trigonometrické body nebo věže kostel̊u, nebot’ jejich poloha se většinou
nezměnila a jsou k nim dohledatelné souřadnice v současném souřadnicovém
systému. K vyhledáváńı identických bod̊u je třeba zobrazit ve vhodném
grafickém programu naskenovaný mapový list staré mapy a současně též
odpov́ıdaj́ıćı územı́ na současném mapovém podkladu, např. SMO-5 nebo
ZABAGED. Pomoćı interaktivńıch nástroj̊u použitého grafického programu
(překrýváńı, zpr̊uhledňováńı, změna měř́ıtka apod.) se zobraźı vybraný iden-
tický bod ve staré a v současné mapě. Pak je možné pomoćı myši změřit
(odeč́ıst) jeho souřadnice v obou souřadnicových systémech.

Vzhled typických identických bod̊u v mapách III. vojenského mapováńı
ukazuje tabulka 2. Značka kostel typu 1 - 3 odpov́ıdá ve skutečnosti středu bu-
dovy daného kostela, trigonometrický bod na kostelu odpov́ıdá ve skutečnosti
věži, na které je trigonometrický bod umı́stěn.

Pokud neńı na mapovém listu dostatečný počet identických bod̊u typu
kostel nebo trigonometrický bod, je možné použ́ıt také jednotlivé budovy.
U nich je ale potřeba zkontrolovat, zda souhlaśı jejich poloha s dnešńım sta-
vem. To lze nejlépe zjistit podle okolńı kresby identického bodu. Při ztotožněńı
se současným mapovým podkladem, muśı odpov́ıdat také okolńı kresba. Takto
můžeme vyhledávat budovy ve městech nebo vesnićıch, kde je předpoklad, že
poloha budov byla alespoň částečně zachována.

Sběru identických bod̊u je potřeba věnovat dostatečnou pozornost, protože
špatně zvolený identický bod může negativně ovlivnit výsledek transformace.
Proto je vhodné ještě následně vizuálně zkontrolovat okoĺı identických bod̊u
v přetransformované mapě, zda kresba na staré mapě v okoĺı identického
bodu přibližně odpov́ıdá současnému stavu u těch mapových prvk̊u, které se
pravděpodobně nezměnily (komunikace, vodńı toky, historická náměst́ı apod.).
Tuto kontrolńı fázi nelze zautomatizovat, nebot’ rozhodováńı o tom, který ma-
pový prvek by měl být považován za nezměněný a o tom, do jaké mı́ry se má
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shodovat jeho stará a nová poloha, je silně závislé na znalostech a zkušenostech
operátora. Pokud tato vizuálńı kontrola neprokáže identitu posuzovaného
bodu, pak je třeba tento bod vypustit a transformaci zopakovat bez něj.

Tabulka 2: Typy identických bod̊u

7.2 Výsledná složená transformace

Požadovaná výsledná transformace je složeným zobrazeńım vytvořeným po-
stupnou aplikaćı uvedených čtyř d́ılč́ıch transformaćı. Výsledná složená trans-
formace je výpočetně velmi náročná. S množstv́ım identických bod̊u časová
náročnost výpočtu stoupá, proto je vhodné netransformovat každý pixel zvlášt’,
ale pouze uzlové body vhodně zvolené čtvercové śıtě. Mezi uzlovými body
se pak jednotlivé pixely bilineárně interpoluj́ı. T́ım se významně zkrát́ı doba
výpočtu při zachováńı požadované přesnosti.

Aplikaćı složené transformace na zdrojový rastrový obraz mapového listu
vznikne digitálńı obraz v požadovaném souřadnicovém systému současného
kartografického zobrazeńı (S-JTSK). Z takto přetransformovaných mapových
list̊u pak lze sestavit bezešvou mozaiku pokrývaj́ıćı větš́ı územı́. Přǐrazeńı ba-
rev přetransformovaným pixel̊um (převzorkováńı) lze provést bud’ metodou
nejbližš́ıho souseda nebo některou interpolačńı metodu (bilineárńı nebo biku-
bickou). Metoda nejbližš́ıho souseda spoč́ıvá v postupném procházeńı ćılového
obrazu a přǐrazováńı hodnot jednotlivým pixel̊um podle barvy pixel̊u zdro-
jového rastrového obrazu pomoćı zpětné transformace. Při použit́ı bilineárńı
nebo bikubické interpolace je výsledný obraz v́ıce vyhlazený.
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8 Přehled použité matematické symboliky

a := b definice objektu a pomoćı výrazu b obsahuj́ıćıho jen symboly známých
nebo dř́ıve definovaných objekt̊u

N množina všech přirozených č́ısel

R množina všech reálných č́ısel

C množina všech komplexńıch č́ısel

bxc celá část č́ısla x, bxc := max{k ∈ N | k < x}

a mod b zbytek po děleńı č́ısla a č́ıslem b, a mod b := a− ba
b
c

i imaginárńı jednotka, i :=
√
−1

<(w) reálná složka komplexńıho č́ısla w = x+ i y, <(w) := x ∈ R

=(w) imaginárńı složka komplexńıho č́ısla w = x+ i y, =(w) := y ∈ R

w komplexně sdružené č́ıslo ke komplexńımu č́ıslu w = x+ i y, w := x− i y

u vektor
u := [ui | i ∈ I ] . . . uspořádaná množina prvk̊u ui nálež́ıćıch do předem
daného oboru (č́ısla, vektory, matice). Index i prob́ıhá indexovou
množinu I, pro niž je definována relace lineárńıho (úplného) uspořádáńı.

– řádkový vektor . . . [ui | i ∈ I ]

– sloupcový vektor . . . [ui | i ∈ I ]T

u⊥ vektor kolmý k vektoru u

‖u‖ norma vektoru, ‖u‖ :=
√

u · uT

A matice
A := [ ai,j | i ∈ I , j ∈ J ] . . . uspořádaná množina prvk̊u ai,j nálež́ıćıch
do předem daného oboru (č́ısla, vektory, matice). Indexy i, j prob́ıhaj́ı
indexové množiny I, J , pro něž je definována relace lineárńıho (úplného)
uspořádáńı. Index i představuje pořadové č́ıslo řádku, index j sloupce.

AT transponovaná matice k matici A; AT := [ aj,i | i ∈ I , j ∈ J ]
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A] adjungovaná matice (transponovaná a komplexně sdružená),
A] := [ aj,i | i ∈ I , j ∈ J ]

{m, . . . , n } množina přirozených č́ısel s prvky od m do n ; m,n ∈ N, m ≤ n

diag(u) diagonálńı matice, jej́ıž diagonálu tvoř́ı prvky vektoru u

1n jedničkový vektor (n-rozměrný), 1n ∈ Rn,
1n := [ 1 | i ∈ { 1, . . . , n } ] = [ 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

].

In jednotková matice n-rozměrná, In := diag(1n)

I2,n obdélńıková jedničková matice, I2,n := [ I2, . . . , I2︸ ︷︷ ︸
n

]T
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